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Electrotecnia General (Prf. Dr. José Andrés Sancho Llerandi) Tema 13

TEMA 13

REGIMENES TRANSITORIOS ||

13.1 CASO DE RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS: & - w2 < 0. CIRCUITO
OSCILANTE AMORTIGUADO, O CIRCUITO SUBAMORTIGUADO.

Ladescargade un condensador en un circuito sin resistenciase corresponde con €l presente
caso, cuando la parte real de las dos raices de la ecuacion caracteristica es nula.

En este caso general, las raices de la ecuacion (12.7), son:

0, = -—a+a’ -o°=-a+jo,
- a2 2
o =-a a o, a - jw,
_ 2 _ 2
0, = /o - a* <o,

Luego :

Jo </f, obien T, >T,

Siendo:

f, = Frecuencianatura del circuito.

La solucion de la ecuacion diferencial homogeénea (12.6), es:

i= AT 4 g T (13.1)

Sacando e€* factor comin en (13.1), resulta:

. -t Joyt Jot
i=e™ (d.e® +4,e”7)
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Operando:

i=e[A.(cosay + jsenoy) + A, (cosoyt - j.senoyf)]

~,
|

= e ™ [(A, + A).cosop +jA, - A,).senof] (13.2)
Haciendo en (13.2):

K, =4, +4, y K, =jd4, - 4)

Laecuacion (13.2) sereduce a

i =e K .cosof + K,senaf] (13.3)

Paracalcular K, y K, recurrimos alas condicionesiniciales:

i=0
t =0} K =0
uc - UO
Luego (13.3) sereduce a
i=e ™ K.senoyj (13.4)

Derivando (13.4) con respecto al tiempo:

ﬂ = —qge ™ Kz,sencoot + e K2.(00.COSCO0t
dt
di
(E) = K,.0,
t=0

Particularizando la ecuacion genera (12.5) parat=0, y teniendo en cuentalo anterior:

UO
UO = LK2.(00 5 K2 = K
0

La ecuacion que define i, se convierte en:

U
i = —.e “senmy (13.5)
Lo,
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L a descarga corresponde a una senoide amortiguada, de ahi la denominacién del circuito.

Para determinar la ecuacién de la tension en bornes del condensador, partimos de la
expresion:

u =Ri+ LY (13.6)
dt

Empezamos por derivar (13.5) con respecto al tiempo:

; U U,.a
é = _O.e _at.wo.cos Coot - L.e _m,sen (,Oot (137)
dt L(Do LCOO

y sustituimos (13.5) y (13.7) en (13.6), con lo que resulta:

U U U.La
u, = R—Le o seno,f + L—2¢ o ,.COS O — 0" e " sen ot
Lcoo Lcoo L(oo

Operando (13.8), resulta:

U
u, = L—O.e (R - La)senojt + Lo,cosm] (13.9)
@

Hacemos en (13.9) el cambio:

U,

u, = e “ sen(wyt +¢) (13.10)
®

Desarrollando (13.10) resulta:

U,
u, = L—O.e  (cos@.senwyt + 5en@.cosw,t) (13.12)
®

Identificando (13.9) con (13.11), resulta:

cos¢ =R - La ; senp = ol

(DOL _ ®, ®,
R - La £ a
L

tang@ =
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Laecuacion (13.10) se puede expresar:

o
u, = 0 e (senoyt + tang ™! 9 (13.12)
Lo, a

Laecuacion (13.12) definela
tensién en bornesdel condensador. Si
comparamos esta ecuacion con la (Uolwo )"
(13.5) vemos que ambas tienen la U
mismaamplitudy frecuenciaangular,

~.

pero latension esta adelantada un y/ t
angulo @ con respecto a la inten- s | [
sidad. r/*

2t
La figura 13.1 representa la

descarga del condensador (13.5) *. Fig.13.1

13.2CASO DE RAICESREALES: a*-w,2>0.DESCARGA APERIODICA O CIRCUITO
SOBREAMORTIGUADO.

En este caso | as raices de la ecuacién (12.7) son reales distintas:

a, =~-a-—ya - -0~ =-a- 0,

La solucién de la ecuacion diferencia homogénea (12.6) es:

i=Ad.e™ + 4, (13.13)
Ahorabien:
a >0
w, <a
w, >0

LEn este tipo de descargas, la frecuencia angular de la oscilacion, w,, es menor que la de resonancia, w,,
y en consecuenciael periodo natural del circuito esmayor que laresonancia, T,. Esto significaque en circuitos con
valoresde capacidad y autoinduccion constantes, un aumento de laresistencia, R, incrementael periodo natural, T,
dando lugar a amortiguamientos mayores.
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Por tanto a, y a, son negativos. Verificandose:
*GZ* > a> *G]_*

El signo negativo de los exponentes es caracteristico y establece el caracter amortiguado
del proceso. Se trata de la suma de dos exponencial es decrecientes.

Paradeterminar A, y A,, estudiamos las condicionesiniciales:

i=0
t=0 } A +4,=0 ; 4, =-4, (13.19)
uc = UO
di B
(=) =04, +0,4, (13.15)
ar,,

Resolviendo (13.14) y (13.15), resulta:

4, = - 4,
U
TO = —a.d, + a4, = - 4,.(0, - o)
U
A, = -4, = —> (13.16)
Lo, - o)

Pero :

o - o, =2.0 (13.17)

4, = -4, = 2LO°), (13.18)
- 0

Sustituyendo (13.18) en (13.13), resulta:

U U
=0 M - 0 o™ (13.19)
2.Lo", 2.Lo’,

Pagina 119



Electrotecnia General (Prf. Dr. José Andrés Sancho Llerandi) Tema 13

Finadmente si sustituimos a, y a, en (13.19) por sus valores, resulta:

2.0°L o,L 2

] = UO -at ,

i= —.e " Senh(w'y) (13.20)
Lo

0

Se trata, en definitiva, de un
seno hiperbdlico amortiguado.

i

H P J ', .ea !

La Fig.13.2 representa la vLe’) et
ecuacion de laintensidad (13.20)

Un/(2Lw'J

13.3CASOLIMITEOCRITICO @ w,*=0

D\l

t

o, t
Uo/(2.L.w0').e ?

Fig.13.2

Es @ caso frontera de |os dos precedentes.

Las raices dobles de la ecuacion (12.7) son:
a=-ay a=-a

Lasolucién de laecuacion diferencial (12.6) es:

i=A.e™ +Ate™ =e™™ (4, +t4,) (13.22)

Paracalcular A,y A, estudiamos |as condicionesiniciales:

t=0 A, =0 ;5 i=A.te™ (13.22)

}
uc:UO
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Derivando con respecto a tiempo la ecuacién (13.22), resulta:

e ™ + A,t.(-a).e™ (13.23)

di
a_y.
dt 2

Particularizando (13.23) parat = 0, resulta:

di
Ay -y
dt )t:O ’

(

En consecuencia, particularizando la ecuacion principa (12.5) parat=0, resulta:

Us

- (13.24)

LA, = U, ; 4, =

Sustituyendo (13.24) en (13.22) resulta:

Us

5 e wat (13.25)

i=

En este caso la frecuencia
angular w, es nula, lo que implica que
|afrecuencianatural del circuitotambién

lo es. El periodo natural es, S Y .
evidentemente, infinito. Vo

Uo/L <

Para la determinacion de la
tensién en bornes del condensador,
partimos de la ecuacion: .

u = L9 4 R (13.26)
dt Fig.13.3

Derivando (13.25) con respecto
al tiempo:

Us

. U
di 0w D040 (13.27)
at L L
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y sustituyendo (13.25) y (13.27) en (13.26), resulta:
U U
u, = L[-2e - Lrae™ + R—Lre™
L L L
Operando:

U U
u, = e ¥l + t@®-La) = e [L + %.t] (13.28)

Lafuncion i de (13.25) puede hallarse partiendo de la ecuacion (13.20) de la descarga
aperiodica y considerando w,' cero. Hay que tener cuidado, pues para obtener e vaor de la
intensidad, hay que desarrollar en serie el seno hiperbalico.

Desarrollando en serie é seno hiperbdlico, resulta:

ot  -oy 03'31‘3 0)'5t5
Senh(w’,f) = e "€ - o f + 0+ % 4
2 3! 5!
Tomando limites en (13.20) resulta:
U Senho 't
i =lim ——.e ®Senh o't = — e lim 0
® ® o,
0’~0
U o t> o't U
i=Leim@t+r——— + 2+ .. = Lte™
L 3! 5! L
®’~0

0
Que es la ecuacion obtenida en (13.25).
Este amortiguamiento es limite, ya que s fuese algo mayor, tendriamos el

sobreamortiguamiento, pero si fuese un poco menor pasariamos a subamortiguamiento, entrando
en un proceso oscilante.
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13.4 DESCARGASDE INDUCTANCIAS

Laexistenciade unaintensidad inicia en € circuito formado por unainductanciaen serie
con una resistencia, la podemos obtener mediante €l circuito de la Fig.13.4. En este circuito, €
interruptor k permanece cerrado un tiempo suficientemente largo, con lo cua laintensidad que

circula por la inductancia sera I, = — , ya

R /
gue la fuerza electromotriz de autoinduccion
se anulaal cabo de un cierto tiempo.

En €& instante t=0, se abre € H
interruptor k, con lo cual la autoinduccion L
gueda conectada en serie con laresistenciaR.
A partir de este instante, se produce la
descargadelainductanciaenlaresistencia. La
energiaalmacenada(deformareversible) enla BN
inductancia en forma de campo magnético, se
transforma(deformairreversible) en calor por
Joule, en laresistenciaR.

El proceso en definitiva consiste, en descargar en unaresistencia R, laenergia acumulada
en unainductancial .

Laecuacion de descarga de lainductancia, es:

L% L Ri-0 (13.29)
dt

Separando variables:

g _ Ry (13.30)
i I

Integrando (13.30), resulta:

Ini = - %.t + K (13.28)

Para determinar K en (13.31), estudiamos las condiciones iniciales:

t=0 ; i=i = K=li
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. . R i R
Ini —-Ini, = - =t ; In(—) = - =t
0 L (io) L
Tomando antilogaritmos:

i=ie (13.32)

e (13.33)

u, = Ri (13.34)

u, = Uje (13.35)

Fig.13.5

2 Al igual que en el circuito R, L y C, la constante de tiempo se obtiene calculando la subtangente en el
origen alacurva(13.33). Paraun circuito con inductanciafija, L, cuanto mayor se el valor de laresistencia, R, mas
rapidamente se extinguira el proceso de descarga.
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13.5. DESCARGA EN REDES.

En los epigrafes anteriores, se han estudiado procesos de descarga en circuitos sencillos.
En el presente epigrafe se estudiarén procesos de descarga en circuitos méas compleos, esdecir en
redes.

Para concretar € desarrollo, se
propone € circuito de la Fig.13.6. Este se
considera a partir del instante en que se abre
el interruptor k. En ese instante, tanto el
condensador como la inductancia tienen
energias almacenadas, el condensador en
formade campo el éctrico, y lainductanciaen
forma de campo electromagnético. Para ello
Se supone que € interruptor ha permanecido
cerrado suficiente tiempo. Fig. 13.6

En el instantede aperturadel circuito,
la energia presente en € sistemaes.

En el condensador: 1/2.C.U2
En lainductancia: /2.L.12
En lasresistencias R, y R, no hay energia acumulada.

En €l circuito delaFig.13.6, parat=0, se verifica
(o =1y 5 @y = U (13.36)

Las ecuaciones que rigen las descargas en €l circuito, se obtienen aplicando los lemas de
Kirchhoff:

t
1 .
U, - < f idt = R,.i,
0
di
L2 = Ry, - Ryd, ? (13.37)
dt
i =iy + iy

Pararesolver el sistema de ecuaciones integro-diferenciales (13.37), se puede plantear €l

Pagina 125



Electrotecnia General (Prf. Dr. José Andrés Sancho Llerandi) Tema 13
mismo, perdiendo lainformacion del instante inicial. En efecto®:

1 t

e f idt + Ryi, = 0

di }

L.j + Ryuiy, - Ryiy = 0 (13.38)

i - i, —z3=0

El sistema (13.38) es un sistema de ecuaciones homogéneo. Estos sistemas tienen
soluciones del tipo:

i =Ie? ; i, =1Le% ; i, =Le" (13.39)

Para determinar losvalores|,, |, el;, se considera:

= =gqle? =gq.i (13.40)

Segln hemos visto en (13.40), € sistema (13.38) sereduce a

(Uq0)., +Ri,=0
R,+ql)i, -Ri,=0 (13.42)
i, i, - i,=0

En el supuesto de conocer g, se pueden calcular los valores deii,, i, e i, resolviendo el
sistema (13.41). Este sistema ofrece la solucién i, = 0; i, = 0; i, = 0, es decir la solucién que se
corresponde con el sistema cuando no tiene almacenada ninguna potencia. Por tanto el
determinante principal del sistema (13.41) tiene que ser nulo. En consecuencia se verifica:

3

t t t t

U, - %f idt = % - %fil.dt= - %} i.dt - %fil.dt= - %f i.dt
0 0 —

0 o
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I (1/qC) 0 Rgl|
I 0 R, +q.L -R, || =0 (13.42)
|1 -1 -1 |
Resolviendo €l determinante (13.42), se obtiene:
@R, + ¢l - R.R, + q.L) - R—= = 0
qC qC
R,.LCg* + (L + R,R,.C)g +R, + R, = 0 (13.43)
Si en (13.43) hacemos.
RLC=X; L+RRC=Y ; R, +R, =2
Resulta:
Xq?+Yqg+Z=0 (13.44)
Resolviendo la ecuacion (13.44), resulta:
a0
_ Y -4xZ (13.45)
2X
0

Para cadavalor de (13.45) se obtiene un conjunto de soluciones no nulas:
i = Iu.eql't i = Ilz.eqz’t
i, =1,.e Ny i, = I,e “ ¢ > (13.46)
i, =1 e?* i, =1 e%

3 31° 3 32°

En e sistema (13.46) € primer subindice de las intensidades se refiere a la rama

correspondientey el segundo alaraiz que ha proporcionado el conjunto de soluciones.

También es solucion e conjunto de funciones: K ,.i, ; K,.i,; K,.i; paralasolucion q,, y

K,y Kuiy; Ky, paralaqs,.
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En & supuesto que tengamos m ramas, y suponiendo que la ecuacion caracteristicaseade
grado n, lasolucién genera dd sistemaes:

b =Kul. e™M+ K, e® + ... + K.l e™

- 1.t 2.t 1

= Ky e+ Kyl e P FK L e™ p (13.47)
=KLl e+ Kol e® + ... +K.l,.em™

13.6. DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES QUE
DEFINEN EL PROCESO DE DESCARGA EN REDES.

Enel sistemade ecuaciones(13.38) sesustituyen lasintensi dadespor las soluciones (13.46)
correspondientes aq;,.

t
1C [ 1,. e dt +R,.l,.e™ =0
L. d(l,. e™)/dt + R, I, e - Ryl e®=0 (13.48)
l,. e - ly.e™ -l e™=0

Operando en (13.48), resulta:

1/C.1,/q,. e ™ +R,.l,.e™ =0
Ll.e®™q +R,l,.e™- Rl . e®™=0 (13.49)
l,. e - ly.e™ -l e™=0

Dividiendo el sistema (13.49) por e **, resulta:

Vg,.Cly +tRyly =0
R,+L.q)ly - Ryl =0 I (13.50)
|1y - 1y -1y =0

El sistema de ecuaciones (13.50) es homogéneo y existen soluciones no nulas, ya que €
determinante principa esnulo. Si se asigna a una de las intensidades, por g emplo al,;, un valor
arbitrario, se deducen las otras dos intensidades, 1,, e | ,,, utilizando dos cualesquiera de las tres
ecuaciones de (13.50).
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Para € otro valor de la ecuacion caracteristica, q,, se obtienen, partiendo de un valor
arbitrario del 5, otros dos valores| ,, el ,,. Lasolucion general ser&

i = A0 e + A,d,e™
- A I 6" + A, L.e" F (13.51)

Espreciso calcular A; y A,, con el fin de particularizar la solucion. Para determinar estas
constantes, serecurre alas condiciones iniciales:

En consecuenciala segunda ecuacion del sistema (13.51) queda de laforma:

I, = AL, + 4,1, (13.53)
Tambien
1] 1]
. k) .2,
= Z f iydt = — f A1 e + A,d,.e")dt (13.54)

Particularizando (13.54) parat=0, resulta:

[w]_, = [— f idt = = f A I et + 4,0,.e%Ndf, = 0 (13.55)

Operando (13.55), resulta:

U 4 I 4 I (13.56)
= . + . .
O gq.C ogCT?

Esta ecuacion junto con (13.53), permiten calcular A,y A,.
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