Electrotecnia General Tema 15

TEMA 15

CORRIENTES ALTERNAS II

15.1 LEYES DE KIRCHHOFF EN REGIMENES SENOIDALES.

El primer lema de Kirchhoff', o ley de los nudos?, establece, que la suma de las corrientes
que confluyen en un nudo es nula’.

Supongamos n corrientes que
confluyen en un nudo.

En valores instantaneos, se cumple:

n

T i =0 (15.1)
k=1

En la rama genérica k se cumple:

i, =1 .sen(ot - @) (15.2)

Si sumamos en k la ecuacion (15.2), resulta:

(15.3)
i =X I, sen(ot - @)
k=1 k=1

Teniendo en cuenta (15.1), resulta:

! Gustav Robert Kirchhoff (1824-1 887). Fisico aleman. Se le deben las leyes fundamentales de los circuitos
eléctricos. En 1859 elabordé el concepto de cuerpo negro. Inventé el espectroscopio. Investigo sobre placas vibrantes,
la teoria sobre la superficie de discontinuidad en hidrodindmica y, en dptica el desarrolla de la teoria ondulatoria.

2 .
Un nudo es un punto de la red en el que se unen tres o mas ramas.

? Este ley expresa simplemente que la carga eléctrica no se acumula en ninguin nudo de la red.
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i =X I sen(ot - @) =0 (15.4)
k=1 k=1
Es decir:
Y1 sen(wt-¢,) = LI e %] = ([¥X] . =0 (15.5)
k=1 k=1 k=1
Siendo I, , el fasor de I,

Ahora bien, si se cumple que la suma de los complejos es nula, es decir, si se verifica:

(X I e =0
k=1

También se cumplird que la suma de las partes imaginarias, lo son. En consecuencia, se
cumplird (15.5), y si se verifica para todo valor de t, también se cumplira para el valor cero,
luego:

7 -

X1, -0

k=1

Pero si se verifica que la suma de los fasores es nula, también serd nula la suma de las
expresiones complejas de los valores eficaces, es decir:

XI. =0 (15.6)
k=1

La expresion (15.6), constituye la forma compleja del Primer Lema de Kirchhoff, que se
enuncia: La suma de las expresiones
complejas de las intensidades que
confluyen en un nudo es nula.

Para el estudio de la expresion
compleja del segundo lema de Kirchhoff,
vamos a considerar la Fig. 15.2.

El lema de las Mallas* expresa que:
La suma de las expresiones complejas de
las fuerzas electromotrices en una malla
cualquiera de una red, es igual a la suma
de las expresiones complejas de los
productos I,.Z,.

Consideremos la malla de la Fig. 15.2, en la cual suponemos que en cada rama existen

Fig. 15.2

“El segundo Lema de Kirchhoff se deduce de la expresion generalizada de la diferencia de potencial entre
dos puntos de un circuito U, = Y. Z,.I, - YE, . Si se recorre la malla completamente de modo que partiendo de un
punto se vuelve al mismo, la diferencia de potencial es nula y en consecuencia Y Z,.I, = YE,.
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elementos puros R, L y C, recorridos por corrientes distintas. En valores instantaneos, se
cumple’:

t
n 1 . n
ngzk.dt = Ye, (15.7)
o
Ahora bien, las expresiones de las intensidades y las fuerzas electromotrices presentes en

la malla, seran de la forma:

ip =1 ,.sen(wt-@,)

(15.8)
e, = E ,sen(of-@,)
O bien:
_ C[I k.ej(ﬂ)t“Pk)]

e, = (E, "% 4 (15.9)

Por tanto, si se sustituyen las expresiones (15.9) en (15.7), resulta:
< s (ot-gp) - ad ;. 0o % - (.- (o.t-py)
Ele.C[Imk.e ]+ kZ_?lLk(;[#] + X f —C[Imk ] = Ez;[E - 1 (15.10)

Hk

n ) n I— . (]'(D.t—(pk) n B
g[ng.[I‘mk.e"‘”"“"*)] + ElL"[d(m%] + X L% t;[EE eV (15.11)

klkl

Utilizando los fasores de intensidades y fuerzas electromotrices, la expresion (15.11) se
puede expresar de la forma:

> fcijmk.efm-’] gy 7 el (15.12)

Se supone que para t=0, U, = 0. En el caso de almacenamientos energéticos iniciales, el problema se
resuelve agregando a cada elemento con almacenamiento una fuerza electromotriz ficticia de valor determinado.
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Ahora bien, si se verifica para la suma de los complejos, también se verificard para la suma
de sus partes imaginarias (15.12). Por tanto, si se cumple:

d(Lk mk
k" mk*

1 k=1 k=1k=1

M=

RI oot 4 ¥ . Efi oot = TF oot (15.13)

k c, " k=1

También se cumplira (15.12). Operando (15.13), resulta:

YR e + YjoL I e - X I_J oo = YE e/ (15.14)
k=1 =1 =10C k=1

Pero ademas, si se cumple (15.14) para todos los valores de t, también se cumplira para el
valor cero, en consecuencia:

SRy Ly + EJmL I ->L 1. =-%E (15.15)
k=1

Sacando I, factor comun en (15.15), resulta:

ST IR, + Lo - —=) = SE (15.16)
k-1 oC, k=1

Si se denominazk, la impedancia de la rama k:

= . 1
Z, =R, +jLoe - —) (15.17)
oC,
Sustituyendo (15.17) en (15.16) y teniendo en cuenta la relacion entre los valores eficaces
y maximos en las intensidades y las fuerzas electromotrices, resulta:

Y1z - YE, (15.18)

k=1 k=1

La expresion (15.18) constituye la forma simbolica del Segundo Lema de Kirchhoff. En
esta expresion, los productos I,.Z, han de interpretarse como la suma de los productos de la
impedancia de cada rama por la corriente que circula por la misma, es decir las sumas de las
caidas de tension en las ramas de la malla.

Es decir que, la suma de las fuerzas electromotrices en una malla, es igual a la suma de las
caidas de tension en las mismas.
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15.2. COMPORTAMIENTO DE LOS ELEMENTOS PASIVOS BASICOS.

En el siguiente cuadro, se resume el comportamiento de los elementos pasivos basicos,
cuando se conecta una fuente de tension alterna senoidal de frecuencia angular ®.

Resistencia Autoinduccion Capacidad
EcuacwI,l - u, = i.R u, = L.ﬂ u = L f ; dt
caracteristica dt c C
Expresion B B ~ ~
complejadelaLey | U, = IR U, =joLI O =-_4_7
de Ohm ¢ ®.C’
Reactancia 0 oL 1
o.C

Fase inicial (¢) 0 T T

2 2
Diagrama vectorial > S R >U 1

I U D >U

15.3. CIRCUITO SERIE CON RESISTENCIA, AUTOINDUCCION Y CAPACIDAD.

Sea un circuito serie constituido por una resistencia, R, una autoinduccién, L, y una
capacidad, C, todos elementos ideales. El conjunto se conecta a una fuente de tension alterna
senoidal de frecuencia angular, @ (Fig. 15.3).

Segtin (14.27), el conjunto absorbe . ;
una intensidad I, tal que: ! | m

I- =

NI Sl

Siendo la expresion compleja de la
impedancia equivalente del circuito de la
Fig.15.3. Fig. 15.3

De acuerdo con el segundo lema de
Kirchhoff, se verifica:

U=0,+0U,+ U, (15.19)
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Seglin se ha visto en el epigrafe 15.1, se cumple:

U = RI+joLl - j—L I
oC

Sacando I factor comun en (15.20), resulta:

U=IR +jol - 1)
oC
El diagrama correspondiente a (15.20)
se da en la Fig. 15.4.

Si se trata de n impedancias, todas
conectadas en serie, cada una de las cuales
tiene resistencia, autoinducciéon 'y
capacidad, la ecuacion del circuito es:

U-=x0, (15.22)
k=1

La caida de tension en la impedancia
Kk es:

- - . 1
U, = LIR, + j(oL, - oC )]
k

También:

U, -1Z,

Tema 15

(15.20)

(15.21)

Fig. 15.4

Y

Sumando (15.23) en k, y teniendo en cuenta (15.24), resulta:

e —
Uk =
k=1

T

oC,

IR, + j(oL,-—L)] = I

Yz, -1Z
k=1

(15.23)

(15.24)

(15.25)

Pero el primer miembro de (15.25) es la tension que alimenta las n impedancias, por tanto

se verifica:

U=1Z

Volviendo a la expresion (15.25), tenemos:

=3

2:

T pg

ks

Llamando:

Z =Y R+ j (0L - VoC)] = LR+ j [ L oL, - X 1/oC, ]
1 k=1 k=1 k=1

(15.26)

(15.27)
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n
R = XR, Resistencia equivalente del circuito.
k=1
n
X, = YoL, Reactancia inductiva equivalente del circuito.
k=1
- 1
- = X—— Reactancia capacitiva equivalente del circuito.
k=1 0C,
X =X, - X, Reactancia equivalente del circuito.

N
I

g
%

Impedancia equivalente del circuito.

La ecuacion (15.27) se puede expresar como:

Z =R +(X, - X,) (15.28)

15.4 RESONANCIA DE TENSIONES.

Se dice que en un circuito serie, R, L 'y C, Fig.(15.3) existe resonancia de tensiones, si se
verifica que la caida de tension en la inductancia es igual que la que existe en la capacidad, es
decir si se cumple:

o.L = ;O =—— (15.29)

£
QO

ﬁ

Q

Siendo, m,, la frecuencia angular de resonancia.

La frecuencia de resonancia, a tenor de (15.29), es:

f = 1 1 (15.30)

r = .
2n . /ILC
Cuando esto sucede, la reactancia total del circuito es nula, la impedancia toma el valor
minimo, que coincide con la resistencia del circuito, y la tension e intensidad estan en fase. Es
decir:
X, =X, ; X=0 ; Z=R ,; ¢=0 (15.31)

Los valores de las reactancias inductiva y capacitiva son:

L L
X, =0l =—=|2=Xx, (15.32)
JLC C

L . . . o
A este valor ik se le denomina reactancia caracteristica del circuito.

Se denomina factor de sobretension en resonancia o factor de calidad, q, al cociente entre
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la reactancia caracteristica del circuito y la resistencia.

L
C
= 1= 15.33
9= (15.33)
El factor de calidad, determina la A
relacion entre la tensiéon en la .

autoinducciéon o en la capacidad, y la
tension en el circuito. /

La Fig. 15.5, representa Ilas
variaciones de las reactancias inductiva,
X, , capacitiva, X, total, X, impedancia, Z
e intensidad, I, en funcion de la frecuencia
angular, ®, de la tension que alimenta el
circuito.

Fig.15.3

15.5. ADMITANCIA, CONDUCTANCIA Y SUSCEPTANCIA.

Se denomina admitancia de una rama de un circuito a la inversa de la impedancia. Si ésta
viene expresada en forma compleja, la admitancia sera:

Y = (15.34)

NI —

La Ley de Ohm se puede expresar en funcion de la admitancia de la forma:

I=Y0 (15.35)
Si se sustituye en (15.34), la impedancia por su valor, resulta:

y._1 _RyXx R . X

RYX R%X:  RMx?  REax?

-G -jB (15.36)

La parte real de la admitancia, G se denomina conductancia, y la parte imaginaria, B,
susceptancia.

La unidad en el S.I., tanto para la admitancia, como para la conductancia y susceptancia,
es el Siemens (S)°.

% En algunos textos antiguos se utilizan Q' (ohmio reciproco)y mho.
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Conocidas la resistencia y reactancia de un circuito, se pueden calcular su admitancia,
conductancia y susceptancia.

También a partir de la admitancia se puede calcular la impedancia, resistencia y reactancia,

en efecto:

l _G+jB__ G ,; B _p.jx (15.37)
G-jB  G?+B? G*+B? G?*+B?

Z =

De (15.37) se deduce que:

__G . ,__B
G2+BZ > G2+B2

R

15.6. CIRCUITOS PARALELOS. METODO DE CALCULO.

Supongamos el circuito de la Fig. 15.6, en el cual las n impedancias estdn conectadas
en paralelo, a una tension comun, U.

lﬂ o
Aplicando el primer lema de N B 1 R
Kirchhoff, se verifica: ¢ | ¢

I=1XI (15.38)
k=1 Y

Siendo la intensidad de cadarama, en Fie. 15.6
funcién de su admitancia, Y,:

Y, = G, - jB/

I =0Y, (15.39)

Sustituyendo (15.39) en (15.38), resulta:

I=-%I-%X0Y,-UXY, (15.40)
k=1 k=1 k=1

7 . . . . . , .
Se supone, en general, que las impedancias de las ramas son parcialmente inductivas, de ahi el signo

menos de la susceptancia genérica, B,.
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Operando en (15.40), y teniendo en cuenta (15.39), resulta:
I = U[X(G,~.BY] = U[XG, - jXB|] (15.41)
k=1 k=1 k=1

Pero segun (15.35), la admitancia equivalente del circuitB, Y, verifica:
I=0Y =U(G - j.B) (15.42)
Combinando (15.41) con (15.42), resulta:

G=XG, ; B=XB, (15.43)
k=1 k=1
Las expresiones (15.43) indican que, la conductancia equivalente de un circuito paralelo,
es igual a la suma de las conductancias de sus ramas, y la susceptancia equivalente, es también
igual, a la suma de las susceptancias de sus ramas.

En consecuencia, para el calculo de un circuito paralelo se determinan las conductancias
y las susceptancias de todas sus ramas, y en funcion de (15.43) se calcula la conductancia y
susceptacia equivalente de todo el circuito. A partir de estos valores se calcula el valor de la
admitancia total y mediante (15.42) se determina la intensidad total que absorben las n ramas.
Las intensidades que circulan por cada una de las ramas se calculan segun (15.39).

15.7.RESONANCIA DE CORRIENTES.

Sea un circuito paralelo constituido
por dos ramas; la primera formada por una
resistencia y autoinduccion conectadas en
serie, y la segunda por una capacidad y
resistencia, también conectadas en serie
(Fig. 15.7). Se dice que existe resonancia de
corrientes, cuando la susceptancia de la
admitancia equivalente del circuito, es nula.

En el circuito de la Fig.15.7, la
admitancia equivalente, es igual a la suma
de las admitancias de ambas ramas, es decir Fig. 15.7
se tiene que cumplir:

Y=Y +7%, (15.44)

Siendo:

Pagina 152



Electrotecnia General

Tema 15
1
— R . wL — R . wC
Yi=—3 1 > —J 52 7 > Yo = 21 t 7 1
R+ (awl) R’ + (wl) 2, 2 2, 12
R+ (1) R+ (1)
oC oC

Por tanto, la admitancia total del circuito sera:

1 (15.45)
o R, R, . oL oC
Y=—3 > T 1 - J- 2 2 1
Rl + (C()L) R 2 N ( )2 Rl + (C()L) R 2 N ( )2
2 wC 2 wC

De acuerdo con
(15.42), la admitancia total del circuito, es:

Y=G -jB (15.46)
Combinando (15.45) con (15.46), resulta:
G - R, . R,
2
R} + (@)  R? + (-
oC
(15.47)
1
B - oL B oC

R} + (L) RZ + (L)z
oC

De acuerdo con la condicion de resonancia, la parte imaginaria de (15.47), es decir la
susceptancia, tiene que ser nula. En consecuencia:

1
oL _ oC

R + (LY g2+ (Ly
oC

(15.48)

Operando en (15.48), resulta:

OLCIRE + (Y] = R? + (oLY
oC
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W’ LCR? + % - R + o’L?
0 LCR> - 0L? = R> - L
C

L 2 L

W’ LC.R} - 2) =R} - =
(R, C) TG

(15.49)

Que es la frecuencia angular para la que se produce el fenomeno de resonancia de
corrientes.

Si en (15.49), las resistencias de las dos ramas son iguales, entonces se verifica:

0= — (15.50)

En esta caso, la frecuencia de resonancia de corrientes, coincide con la de resonancia de
tensiones, en los circuitos serie (15.31).

En el caso que nos ocupa, la admitancia no tiene mas que conductancia, y por tanto, la
intensidad que toma el circuito estd en fase con la tension que lo alimenta, y es minima.

En él supuesto que las resistencias de ambas ramas fuesen nulas, la fuente no suministra
intensidad, pero existe una circulacion en las ramas en paralelo. Se produce un balanceo entre
los campos eléctrico del condensador y el electromagnético de la autoinduccion, siendo la fuente
la que mantiene el proceso de forma indefinida, sin aportar energia.®

15.8. CIRCUITOS MIXTOS.

Un circuito mixto (Fig.15.8), estd constituido por un conjunto de elementos conectados
en serie, unidos a su vez con otros conectados en paralelo. En estos casos, en general, se conoce
la tension de alimentacion, asi como las caracteristicas de todos los receptores que componen
el circuito. Interesa conocer, las intensidades que circulan por cada elemento, asi como las
tensiones a que estan conectados.

8 . . . . . . .
El proceso es imaginario, ya que las resistencias de las ramas podran ser muy pequenas, pero nunca nulas.
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Supongamos una rama k del
circuito paralelo’. La admitancia de esta
rama, es:

Fig. 15.8

y/, = —* -j__"* -G, -jB, (15.51)

La admitancia equivalente de los elementos conectados en paralelo Y", es igual a la
suma de las admitancias de las n ramas, que los constituyen. Es decir:

G, -jXB, = G" - jB” (15.52)
1 k=1

M=

Y - 57, -
k=1

k

La impedancia equivalente de (15.52) es:

_ Vi I

z-L-_1 _._G s j— B (15.53)
Y/ G _]B G//Z n B//2 C;//2 i B//2

Es decir:

Z" =R" +jXx" (15.54)

La impedancia equivalente de los m elementos conectados en serie, es:

_ m ___ m m
Z= %7 = ¥R, +jXX, =R +jX (15.55)
k=1 k=1 k=1
La impedancia total equivalente del circuito, Z, es igual a la suma de las impedancia
de los elementos conectados en serie, Z', y de los elementos conectados en paralelo, Z". Por

tanto, sera:
Z, =2 +Z' =R'+jX"+R"+jX" = R'+R"+j.(X"+X") (15.56)

9 . . . yo. . . . , .
Como en casos anteriores, se supone que la impedancia genérica es parcialmente inductiva, de ahi el signo
menos de la susceptancia.
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Ahora bien, la resistencia y reactancia equivalente del circuito, son respectivamente:

R, =R’ + R/

i (15.57)
X, =X+ X"
Sustituyendo (15.57) en (15.56), resulta:

Z, =R, +jX, (15.58)
La intensidad que absorbe el circuito mixto, es:

(15.59)

~
I}
HNl | ’ﬂql

Con objeto de determinar las intensidades que circulan por las ramas en paralelo,

calculamos la tensién a las que estan conectadas, U".

seran:

0" =17" (15.60)
Las intensidades en las respectivas ramas seran:
I =0"Y, (15.61)

Las tensiones a las que estan conectados cada uno de los n elementos conectados en serie

U,=17, (15.62)

Con todo lo expuesto anteriormente queda calculado el circuito.
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